COLLEGE £.X. VOGT "% * Année scolaire 2019-2020

Département de Mathématiques MINI SESSION Date : 05 février 2020
EPREUVE DE MATHEMATIQUES '
Niveau : TC Durée : 4n
Exercice 1: 5,5 points
, n L N :
1 ] e ‘ , rin3 1 ol = 2XT+X+2ZX+3 of
) Calculer chacune des intégrales suivantes - 5 o i1 g —dx et fc*‘ o dx 1,5pte
2) A l'aide deux intégrations par parties, calculer foﬂ e*cosxdx. 0,5pt

3) On considére les suites numériques (an) et (by,) définies pour tout entier naturel non-nuln par

1 1
—_ n s Nag
dn = '0 x"cosxdx et bn = ’0 X"sinxdx.

a) Calculer a, et b, 0,5pt
b} Montrer que la suite (a,) est & termes positifs et décroissante. 0,5pt
C) En déduire que la suite (a,) est convergente. ‘ 0,25pt
d) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, 0 < ay < ;‘71-{ 0.5pt«
€) En déduire la limite de la suite (a,,). 0,25pt
f) Avaide d'une intégration par parties, démontrer que pour tout entier naturel n non nul,

ap.1 = —(n + )by, + sinl. 0,5pt
g) En déduire la limite de la suite (b,,). 0,25pt
h) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, b1 =(n + 1)a, — cosi. 0,5pt
1) En déduire la limite de la suite (na,). 0,25pt

Exercice 2. 5 points

On considére les fonctions { et g définies sur [0; +oo[ par f(x) = In(1 + xe™) et
g{x) = In(x + &*). On désigne (Cy) et (Cq)les courbes représentatives des fonctions f et g dans le
plan rapporte a un repére orthonormé (0, 1, J) d'unité graphique 2 cm.

1) Etudier les variations de ia fonction g et dresser son tableau des variations, 0,75pt
2) Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau des variations. 0,75pt
3) Montrer que pour tout réel x de [0; +oo, f(x) = g(x) — x. En déduire I3 position relative des
courbes des fonctions f et g. 0,5pt
4) Tracer soigneusement les courbes (Cy) et (Cg).’ : 0,75pt
5) Calculer en centimetres carrés, 'aire du domaine plan fermé délimité par les courbes (C) et
(C,) et la drojte d'équation x = 2. 0,5pt

6) Soit A.un réel strictement positif. On pose A(4), I'aire en centimeétres carrés du domaine plan
délimité par |la courbe de la fonction f et les droites d'équations y=0x=0etx=2

a) Montrer que A(2) < 4Af(1). s 0,5pt
b) A I'aide d'une intégration par parties, calculer en fonction de 2, jo te~tdt. 0,5pt
e) Montrer que pour tout reel  supérieur ou égal a zéro, In(1+t) <t 0,5pt
déduire que AQR) < 4 — 4e™* — e _ §a
d) Enae 25pt
_E__z;_?_'_'_.c_i-qf-—:—;--i 4,5 points
j ite définie pour tout entier naturel non nuip, =g 5. 1 e
1) SOIt (Un) la suite P i, par UT' 1 3 A e - %ﬁ; :

trer que pour tout réel x, 1 —x% +x* — - (—q)ng2n _ 1 _ (—1yn ¥
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b) En déduir : ant
eque: Uy — f'—— dx = (-1)" [' X dx. 0,75pt
G) Montrer u .4 ZH*ZU 14x*=
: que pour tout réel x € [0,1]. X1Tf < x20+2 0,25pt
d) En déduire Jue - f‘.ﬂ?‘_. o A ’ 0,5
e) En dédui 1% ™ Jo v | = 2043 i
uire que la suite est convergente et déterminer sa limite. 0,5pt
2) On considére la fonction h définic sur R par h(x) = -
. ' 1+20%’
a) Deéterminer le réel a tel que pour tout réel x, h(x) = e™* —a 2e xx. 0,5pt
- & -] T Y
b) En déduire fo "‘ﬁmdx, 0,5pt
3) On considére la fonction k définie sur ]1; +oo[ par k(x) = : e 1(n(1+;).
; : xe—1 b
¢) Déterminer les fonctions u et v dérivables sur ]1; -] telles que pour tout réel x de ]1; oo,
e o)
k(x) = u'(x)v(x) + u@)v'(x). Gt
d) En déduire [} — nA+0 0,5pt
fZ [xz_.l (x-1)2 dx P

‘;_‘\f ol
Exercice 4 : 5 points

1) On considére dans I’ensemble C des nombres complexes |'équation d'inconnue Z (E):
23 4 82% + 24z + 32 = D et les points A, B et C d'affixes respectives ~2 + 2i; =2 —2i et—4.

a) Démontrer q(.ie I'équation (E) admet une unigue solution réelle notée o. On ne demande pas

de déterminer . 0,75pt
b) Démontrer que si Zg estune solution de {'équation (E), alors 7o l'est aussi. 0,25pt
c) Déterminer un nombre réel a pour que le nombre compiexe a + 2i soit une solution de
I'éguation (E). ‘ 0,5pt
d) Résoudre alors I'équation (E) dans ensemble C des nombres complexes. 0,5pt
e) Quelle est la nature exacte du triangle ABC. Justifier la réponse. 0,5pt-
ation de centre C qui transforme A en B. 0,5pt

f) Déterminer I'écriture compliexe de la rot
2) On considére deux urmes U, et Uy L'urne Uy contient 4 boules rouges et 5 boules blanches.

L 'urne Uy contient 2 boules rouges et 7 boules blanches. Toutes ces boules sont
indiscernables au toucher..On réalise un jeu de la fagon suivante .

Etape 1 : On tire au hasard Une boule dans Uj, on note sa couleur et on la remet ¢ ins Us.
Etape n (n 2 2): Sila boule tirée a I'étape (n — 1) est rouge, on tire au hasard une boule
dans Us. Si par contre la boule tirée 4 Pétape (n — 1) est blanche, on tire au hasard une
boule dans Uz, On rote A, I'événement : « le tirage a lieu dans U, & I'étape n» et P, sa
probabilité et Bn Pevenement : « tirer une boule blanche a f'étape n» et q, sa probabilité. On

rappelle que P, = L
a) Calculer qz et P,. 0.5pt
b) En utilisant un arbre ponder

c) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, P :_z % 0,25pt

d) En déduire que ia suite (P,) est décroissante. 0,25pt
e) En déduire que la suite (P,) est convergente et déterminer sa limite. 0,5pt

¢ 2 2
&, montrer que 41 = GP“ $o 0,5pt
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